Algebra Linear

- Base € gerador e LI e € o mais econdmico de todos os geradores.

- Dimensao € o numero de vetores da base.

- Posto é a dimensao do espaco coluna da matriz.

- Nulidade € a dimensio do seu espaco nulo, a dimensio do espacgo
solucdo AX=0

Matriz Escalonada linha-reduzida

1)  Toda linha ndo-nula comeg¢a com um 1 (um lider)

2)  Todo “um lider” de uma nova linha abaixo ocorre a direita de
todos um-lideres anteriores

3) O um lider € o unico elemento ndo-nulo em sua coluna

Nulidade de A = numero de variaveis livres = n — Posto = numero de
colunas (numero de variaveis) — numero de linhas ndo-nulas em sua
forma Escalonada.

Consisténcia

Posto da Matriz dos coeficientes = Posto da Matriz aumentada
Indeterminado

n° de incognitas> n° de equacdes.

Seja W=0, W C V (espaco vetorial), W & subespaco de V sse:

1YW,EW e W, EW entdoW,;+W, EW
2) cW E W, para todo escalar c e todo WE W

OBS:

1YW > 0

2) Interseccao de subespacos € subespaco, mas a uniao de

subespacos nao precisa ser.

3)  Num sistema homogéneo, o conjunto solugdo € um subespaco
do R" quando pensamos Amxn - Xnxt = Bmxi

Span (Q) é o conjunto de todas as combinagdes lineares de Q
Quando @ C V (espaco vetorial dado) e Span @ =V, dizemos que Q
€ um conjunto gerador de V.



Um mesmo espaco vetorial V pode admitir diversos conjuntos
geradores diferentes, com diversas cardinalidades.

Conjunto LI e LD

O conjunto y = {v,,......... ,v, | sera dito LI sse

AV F i +AnV, =0= A, =........ =i, =0

O conjunto y = {v,,.......... ,v, | seradito LD sse

existe (pelo menos um) combinacgéo linear de todos os vetores de v
tal que Av, + .o +AnV, =0 com pelo menos algum A, =0

garantidamente.
Obs: Se possuir o vetor nulo sera forgosamente LD

Base

Sejam V um espaco vetorial e B um subconjunto ndo vaziode V. B é
dito base de V sse: 1) Span (B) =V 2)B é LI

Se todo vetor de um espaco linear R pode ser representado em forma
de uma combinacao linear de vetores LI :

€4,€2, ..., €

Entdo d (R) = n, e por conseguinte, os vetores ey, e, ..... , €, formam
uma base do espaco R.

Funcao Linear, Transformacao Linear ou Aplicacao Linear
T:V - w, sendo V e W espacos vetoriais, € dita linear sse:

1) T (Vi +Vy)=T(Vy) + T(Vy)

2) T@&V)=&T(V)

Ker (nucleo) de T é subespaco do 1%espaco V: Ker T =
{VEV/T(V)=0_L/; }, KerTCV

Nucleo € o conjunto de todas as primericolas que flecharem o nulo La.
1) Se Ker T = Og4 € 0 nucleo trivial

2) ImT é subespago de W

3) KerT é subespaco de V

4) T éinjetoraentdo Ker T =0 4
5) KerT=0entdo T é injetora



DimKerT+DimImT=DimV, isto é, Nulidade + Posto = niumero
de colunas

Fato fundamental das transformacdes lineares:
O que ela faz com “os da Base” , faz com todos os outros.

Similaridade e Matriz diagonalizavel

(A~B) sse existe P inversivel (det = 0) tal que
A=P".B. P

A sera dita matriz diagonalizavel sse A for semelhante a alguma matriz
diagonal.
( A=P"' D.P), onde P é uma matriz cujas colunas sdo n autovetores LI
e D & uma matriz diagonal onde, na diagonal, estdo os autovalores.
Similaridade ndo é a mesma coisa que linha equivaléncia. Se A é
equivalente a B, entdo B = E.A
1)Se A é inversivel, a equacédo Ax = 0 admite apenas a solucgao trivial,
e as colunas de A formam um conjunto LI. Se A for singular ( det=0)
formam LD.
2) Se A e B sdo matrizes similares
A=P'.B. P ou B=P.A.P" entdo elas ttm o mesmo polindmio
caracteristico e, portanto, os mesmos autovalores ( com as mesmas
multiplicidades).
A é diagonalizavel sse existem autovetores suficiente para formar uma
base paraoR".

3) Uma matriz nxn com n autovalores distintos € diagonalizavel. (
condicdo suficiente, mas ndo necessaria)
Sejam vy, ....... , V, autovetores associados aos n autovalores distintos
da matriz A Entdo {v,V,......,V, } é LI, portanto A é diagonalizavel.

n

4) A matriz é diagonalizavel sse a soma das dimensdes dos auto-
espacos distintos € igual a n, e isso acontece sse a dimenséao do
autoespaco para 1, for igual a multiplicidade de 2, .

Matriz simétrica

Uma matriz A nxn simétrica tem as seguintes propriedades;
a. A tem n autovalores reais, contando multiplicidades




b. A dimensao do auto-espago correspondente a cada autovalor A € igual a
multiplicidade de A como raiz da equagao caracteristica.

c. Os auto-espagos sao ortogonais entre si, no sentido de que os autovetores
correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais

d. A ¢ diagonalizavel por matriz ortogonal.

OBS:

1) Se A é simétrica ( A' = A), quaisquer autovetores
correspondentes a autovalores distintos sdo ortogonais.

2) Uma matriz A x, € diagonalizavel por matriz ortogonal sse A &
simetrica.

3) Quando h4 2 autovetores LI asssociados a um autovalor. E uma beleza que

eles sejam LI. Mas, ao deixarem de ser correspondentes a autovalores distintos

deixam de ser, também, automaticamente ortogonais. Para formar uma base de

autovetores ortogonal precisaremos antes ortogonolizar esses vetores LI

correspondentes ao mesmo autovetor ( Gram Schmidt) e , em seguida,

normalizar a base.

Autovalor e Autovetor

X é autovetor relativo ao autovalor 1 € R do operador A sse x=0e Ax =
L X = (A-AD)x =0, tem solugdo nao-trivial (variavel livre — colunas LD )
sse det (A - » |) = 0 ( equacéao caracteristica)

Se Vi, e V., sdo autovetores associados a autovalores distintos
Aprenen k€ UMa matriz A (4, €ntdo o conjunto Vi ......... V, é LI



Formas Quadraticas e Autovalores

Se A é uma matriz simétrica nxn , a forma quadratica Q(x) = x' A x é
uma fungdo com valores reais definida em todo o R".

O exemplo mais simples de uma forma quadratica ndo-nula € Q(x) = x
I X =[]

Seja A uma matriz simétrica nXn . Entdo a forma quadratica x'x é:

a . positiva definida sse todos os autovalores de A sdo positivos

b. negativa definida sse todos os autovalores de A sdo negativos

c. indefinida sse a tem autovalores positivos e negativos.

t

Dada uma matriz quadrada (nxn) cujo det=0. S&o equivalentes:

linhas de M sé&o LI

Colunas de M séo LI

Linhas geram R"

Colunas geram R"

M é inversivel

Ker T =0, T é o operador linear definido por M, T(X) =M X

Im (M) = R"

M X = 0 sé tem a solucao trivial

M X = b é compativel e determinado para qualquer b

10) As colunas formam uma base do espacgo R" e as linhas também

11)  Uma solucdo Unica x = A" . b existe

12) Seu posto € n para ser inversivel, pois possui n linhas (ou
colunas ) LI.

13) N + 1 vetores quaiquer desse espaco sdo LD

O©COoO~NOOTDhWN-—-
N N N N N e’

Sejam
r = Posto de M
r’ = Posto da Matriz aumentada
n = numero de incognitas e
m = numero de equacgodes
Se n>m indeterminado ou incompativel

sim — determinado

r=m->r=n-< _ ) ]
ndo — indeterminado



. SIM — determiando
SIM — compativel > r =n

r=r" Nao — indeterminado

Nao — incompativel

Ortogonalidade

Uma matriz A, quadrada de dimensdo m é dita ortogonal quando A'. A
=A.A'=1,
(A'=A)

1)  Suainversa e sua transposta sdo também matrizes ortogonais

2)  Valor absoluto do det A =1

3) Quando se multiplica um vetor pela matriz ortogonal, seu
comprimento ndo se modifica

Obseracoes:

1)  Se um autovalor € nulo a matriz é singular, Existev = 0, Av=20
v =0, e vale a volta.

2)  Aéinversivel sse 0 n&o é autovalor para A

3) SPI =det=0=n&o inversivel= singular= Pelo menos um dos
autovalores é nulo

4) O nucleo do operador linear definido pela matriz A é o vetor zero,
se A for inversivel.

5)  Uma matriz ndo simétrica pode ter autovetores ortogonais, mas
nao serao todos ortogonais

6) Idempotente = AZ=A
7)  Em R®quatro vetores quaisquer ndo nulos sdo sempre LD

8) Os autovalores de uma matriz triangular sdo os elementos de sua
diagonal principal

8) Se V; e V, sdo autovetores LI, entdo eles correspondem a
autovalores distintos.



Geometria Analitica

1)  -Equacado da Reta que passa por um ponto e € paralela a um
vetor V
- Equacéao da Reta que passa por 2 pontosAeB(V=AB=B-A)
POP =t v = <x-xo0, y-yo, z-z0> t <vy, Vv, V3>

2) Equacéo geral do plano que passa por 3 pontos A,Be C
Equacao geral do plano que contém um ponto A e aretar.
PoP.n =0= < x-xo, y-yo, z-z0>.<n1, n2, n3>=0 , sendon = AB X AC

3) Equacao geral do plano que passa pelo ponto A e € paralelo a
dois vetores V1 e V2
POP. n = 0= < x-x0, y-yo, z-z0>.<n1, n2, n3>= 0, sendo n =V, X V,

4) Equacao geral do plano = que passa por um ponto A e € paralelo ao
plano =, de equagao dada

PoP . n = 0=< x-x0, y-yo, z-z0>.<n1, n2, n3>= 0

Como os planos séo paralelos, eles tém o mesmo vetor normal.

A equacdode n;. Ax+By+Cz=0,

n=<A, B, C>=n;

4)  Distancia de um ponto Poaretar: Z—20 = =

Area = |v|.d=|v||PoP|:sen6 = |V x PoP | = d =

5) Distancia entre um ponto e um plano
|AP. n|

[n]

d(P,m) =

Observacoes:

1)  Dados V =<vy, vy, vz > e W = < wy, Wy, ws >. E certo que o
produto vetorial V x W € o normal ao plano desses 2 vetores
dados.

2)  Dois vetores nao nulos sao perpendiculares sse V.. W =0



Dois vetores V e W sao paralelos sse existir uma constante real
nao nula Ktalque V=KW

O produto triplo misto (U . ( V x W)) informa o volume do
paralelepipedo. Quando o produto for zero os 3 vetores séo
coplanares.

V. W = |w||v]cosb

Dado um plano = de equacgéao geral : ax +by + cz +d = 0. Prove
que n=(a,b,c)énormal a =.

Tomar 3 pontos A, B e C nao colineares de =.
Sejamu=ABev=AC.Prova:uXvéparaleloan,ou uXv=Kn

7)
1)

2)

8)

Achar vetores direcido de r e s. Duas maneiras:

Um vetor diregcao de r € o produto vetorial entre n4 e n, que sao
as normais aos dois planos que determinam a reta

Um vetor direcao de r é a diferenca entre 2 pontos pertencentes
ar.

Sendo = um plano, podemos selecionar 3 pontos A,Be CE =«
nao colineares. Definimos: u = AB e v = AC. Entao, dado P E =,
os vetores PoP, u, v sdo coplanares de modo que existem ae B

taisque :PoP=a u+ g v



