Analise Combinatoria

Se um acontecimento pode ocorrer por varias etapas sucessivas e independentes
de tal modo que:

P; é o numero de possibilidades da 1 etapa.
P, é o numero de possibilidades da 2 etapa.

P, ¢ o numero de possibilidades da K-ésima etapa, entdo: p; . p;..... pr € 0
numero total de possibilidades de o acontecimento ocorrer.

Arranjos Simples

Seja B = {bl by sy b, }. um conjunto com n elementos(n € V)

Denomina-se arranjo simples dos n elementos de B, tomados p a p, qualquer agrupamento
de p elementos distintos, escolhidos entre os elementos de B .

Indica-se:
Ayp = AF

Observacao
Arranjo é o tipo de agrupamento em que um grupo é diferente do outro pela ordem ou pela
natureza dos elementos componentes.

Formula do numero de arranjos

n!

An,p =n (n']) (n-Z)nnnn (n-p +]) ou An’p N (n_—p)'

Arranjos com Repetigdo
(Arranjos completos)



Combinagbes Simples

SejaB = {b ,b,.....,b, }, um conjunto com n elementos( n <N)

Denomina-se Combinagdo simples dos n elementos de B, tomados p a p, qualquer
subconjunto de p elementos do conjunto B.

Indica-se:
n
Cn, = C: =
g (pj
Observacao:

Combinagdo é o tipo de agrupamento em que um grupo é diferente do outro apenas pela
natureza dos elementos componentes.

Formula das combinagoes Simples
|
Cn _ n:
7 (n-p)p!
Propriedades das Combina¢gbes Complementares

Permutagées Simples

Seja B = {bl by sy b, }. um conjunto com n elementos(n € )

Denomina-se permutagdo simples dos n elementos de B, todo arranjo dos n elementos de B
tomados n a n.

Indica-se:
Pn = Ann

Observacdo:



Permutacgado é o tipo de agrupamento ordenado no qual, em cada grupo, entram todos os
elementos.

Formula das permutacoes simples

P,=nm-1)(n-2)........ 1 =n!

Permutacées com elementos repetidos

O numero de permutagoes possiveis com n elementos, dentre os quais um certo elemento se

repete *, ¢ igual ao fatorial de n dividido pelo fatorial de *.

Permutacoes Circulares

(P.), = (n-1)!

PROBABILIDADES

Historicamente, a teoria da probabilidade comegou com o estudo de jogos de azar, como a roleta
e as cartas.

O célculo das probabilidades nos permite encontrar um numero que mostra a chance de
ocorréncia do resulatado desejado num experimento aleatorio.

Experimentos Aleatorios

Experimentos aleatorios sao aqueles que, repetidos em idénticas condi¢cbes, podem fornecer
resultados diferentes.

E qualquer experimento cujo resultado depende exclusivamente do acaso.

Fenémenos aleatérios acontecem constantemente em nossa vida diaria. S&o frequentes
perguntas tais como: chovera amanha? Qual sera a temperatura maxima no proximo domingo?
Qual sera o numero de ganhadores da Loteria Esportiva?

Espaco Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatério. A notagdo que vamos
usar é S.

Evento

E o conjunto dos resultados desejados num experimento.
E qualquer subconjunto do espago amostral S.

Exemplo

Lance uma moeda e um dado; seja S o espago amostral constituido dos doze elementos :



S ={K1, K2, K3, K4, K5, K6, R1, R2, R3, R4, R5, R6}

(i) Escreva explicitamente os seguintes eventos : A = {caras e um numero par

aparecem}, B = {um numero primo aparece}, C = {coroas € um numero impar
aparecemj.

(i) Idem, o evento em que : (a) A ou B ocorre, (b) B e C ocorrem, (c) somente B
ocorre.

(i) Quais dos eventos A, B e C sdo mutuamente exclusivos ?

(i) Para obter A, escolhamos os elementos de S constituidos de um K e um
namero par : A = {K2, K4, K6}.

Para obter B, escolhamos os pontos de S constituidos de numeros primos :
B = {K2, K3, K5, R2, R3, R5}

Para obter C, escolhamos os pontos de S constituidos de um R € um numero impar :
C ={R1, R3, R5}.

(i) (a) AouB=AuUB ={K2, K4, K6, K3,K5, R2, R3, R5}.
(b) Be C =B~ C ={R3, R5]}.

(c) Escolhamos os elementos de B que ndo estdtoem Aou C :
B N A°n C°={K3, K5, R2}

(i) A e C sdo mutuamente exclusivos, porque A N C = .

Conceito de probabilidade

A definicao de probabilidade como quociente do numero de “casos favoraveis” sobre o numero de
“casos possiveis” foi a primeira definicdo formal de probabilidade, e apareceu pela primeira vez
em forma clara na obra Liber de Ludo Aleae de Girolamo Cardano (1501-1576).

Se num fenbmeno aleatério as possibilidades sdo equiprovaveis, entdo a probabilidade de
ocorrer um evento E — p(E) — é:
numero de casos favoraveis
P(E) =

nimero de casos possiveis

Por exemplo, no langamento de um dado, um numero par pode ocorrer de 3 maneiras diferentes
: L 1
dentre 6 “igualmente provaveis” , portanto, p = % = 5 =50%
Espacgo Equiprovavel
Dizemos que um espago amostral E (finito) é equiprovavel quando seus eventos elementares tém
probabilidades iguais de ocorréncia.

Assim, no experimento do lancamento de uma moeda e observacao da face superior, 0 espaco
amostral E ={K,R} é equiprovavel se P(K) = 1/2 e P(R)=1/2.



Em geral, num espago amostral, com n elementos, a probabilidade de um evento elementar é
sempre igual ao quociente 1/n.

Ainda: num espaco amostral S, equiprovavel, de n elementos, a probabilidade de evento formado
por 2 elementos é 2/n, a probabilidade de um evento com 3 elementos é 3/n e assim por diante, a
probabilidade de um evento com k elementos & K/n (com K<n).

Em concluséo:

Num espago amostral equiprovavel E (finito), a probabilidade de ocorréncia de um evento A é
sempre:

P(A)= numero de elementos de A _ n(A)
numero de elementosdeS n(S)

Propriedades importantes:
1) SeAe A séo eventos complementares, entéo:
P(A)+ P(A4) =1
2) A probabilidade de um evento é sempre um numero entre 0 (probabilidade de evento
impossivel) e 1 (probabilidade do evento certo) .

0 <p(E) <1

Probabilidade Condicional

E muito comum que, antes da realizacdo de um experimento, ja se saiba alguma informagéo sobre
0 evento cuja ocorréncia é desejada. Nesse caso o espaco amostral se modifica e o evento tem a
sua probabilidade de ocorréncia alterada.

Definicdo. Seja S um espago amostral e sejam A e B dois eventos de S.
Chama-se Probabilidade Condicional do evento B, a probabilidade do
evento B ocorrer, sabendo que o evento A ja ocorreu.

Foérmula da probabilidade condicional:
p(EieE; eEse ....e Enge E,) =p(Eq1).p(EX/E1).P(EY/E16E2). ..... . p(En/E1e Ez e ...Eny),
Onde:
p(E2/E ) é a probabilidade de ocorrer E, , condicionada ao fato de ja ter ocorrido E;;
p(Es/E1 ¢ E3) é a probabilidade de ocorrer E3, condicionado ao fato de ja terem ocorrido E; ¢ E»;

p(En/ E1e E; e ...E,.1) é a probabilidade de ocorrer E,, , condicionada ao fato de ja terem ocorrido
E1 e E2 e ...En_1

Exemplo.

Uma urna tem trinta bolinhas, sendo dez brancas e vinte pretas. Se sortearmos duas bolas, uma
de cada vez e sem reposicdo, qual sera a probabilidade de a primeira ser branca e a segunda
ser preta?




Resolugéo:

Seja o0 espago amostral S: {30 bolinhas} e consideremos os seguintes eventos:
A: branca na primeira retirada e P(A) = 10/30

B: preta na segunda retirada e P(B) = 20/29

Assim:

P(Ae B)=P(A). P(B/A) = 10/30 . 20/29 = 20/ 87

Eventos Independentes

Dizemos que E; e E, e ...E,.q, E, sG0 eventos independentes quando a probabilidade de
ocorrer um deles ndo depende do fato de os outros terem ou ndo terem ocorrido.

Foérmula da probabilidade dos eventos independentes:

p(Eie E; eEse .....e Epge E,) =p(Eq1).p(E2).p(E3). .... .p(En)

Exemplo.

Uma urna tem trinta bolinhas, sendo dez brancas e vinte pretas. Se sortearmos duas bolas, uma
de cada vez e repondo a sorteada na urna, qual sera a probabilidade de a primeira ser branca e
a segunda ser preta?

Numa urna ha quatro bolas brancas e seis bolas pretas. Qual é a probabilidade de retirarmos
sucessivamente uma branca e uma preta, com reposi¢cao?

Resolucéo:

Como os eventos sdo independentes, a probabilidade de sair branca na primeira retirada e preta
na segunda retirada é igual ao produto das probabilidades de cada condigédo, ou seja, P(A e B) =
P(A).P(B). Ora, a probabilidade de sair branca na primeira retirada é 10/30 e a de sair preta na
segunda retirada é 20/30. Dai, usando o teorema do produto, temos: 10/30 . 20/30 = 2/9.
Observe que na segunda retirada foram consideradas todas as bolas, pois houve reposig¢éo.
Assim , P(B/A) = P(B), porque o fato de sair bola branca na primeira retirada néo influenciou a
segunda retirada, ja que ela foi reposta na urna.

Quando isso ocorre, dizemos que o0s eventos sdo independentes, ou seja, a ocorréncia de um
néo influencia a ocorréncia do outro.

Probabilidade de ocorrer a uniao de eventos
1.Férmula da probabilidade de ocorrer a unido de eventos:
p(E1 ou E3) = p(E1) + p(E2) — p(Ey e E)

De fato, se existirem elementos comuns a E; e E», estes elementos estardo computados no calulo
de P(E;) e P(E>). Para que sejam considerados uma vez s, subtraimos P(E; e E>).

2. Férmula da probabilidade de ocorrer a uniao de eventos mutuamente exclusivos:

p(Eiou E; ou Esou .....ou E;)) = p(E1) + p(E2)+......+ p(Ep)



Exemplo 1.
Se langcarmos um dado verde e um azul, qual a probabilidade de sair 5 no azul ou 3 no verde?

Resolucéo:

Considere os eventos:

A: tirar 5 no dado azul e P(A)=1/6 ; B: tirar 3 no dado verde e P(B)=1/6

Sendo S o espaco amostral de todos os possiveis resultados, temos: n(S)=6.6=36
possibilidades

Dai, temos: P(A ou B)=1/6 +1/6 — 1/36 = 11/ 36

Exemplo 2.
Se retirarmos aleatoriamente uma carta de um baralho com 52 cartas, qual é a probabilidade de
serum 7 ou um as?

Resolugéo:

Sendo S o espago amostral de todos 0s resultados possiveis, temos: n(S)= 52 cartas
Considere os eventos:

A:sair7 e P(A)=7/52

B:sairumas e P(B)= 4/52

Assim, P(A ou B) = 4/52 + 4/52 —0 = 8/52 = 2/13

Note que P(A e B) = 0, pois uma carta ndo pode ser 7 e as ao mesmo tempo. Quando isso
ocorre dizemos que o0s eventos A e B sdo mutuamente exclusivos.

Exercicios Resolvidos:

1.Considere dois eventos independentes e A e B de um mesmo espaco
amostral. Sabendo que P(AUB)=0,9, P(A)=0,4 e P(B)=x, calcule x.

Resolucao:

Sabemos, pela teoria, que:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A~B).

Como A e B sao independentes, temosP(A~B)=P(A).P(B).
Isto posto, temos:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(A).P(B)

09=04+x-04x ou 05=0,6x ou x=5/6

2. Numa sala estao reunidos um brasileiro, um italiano, um alem&o, um
inglés e um belga. Chama-se ao acaso uma das pessoas, anota-se a sua
nacionalidade e pede-se que retorne a sala. Repetindo-se a operagcao



mais 4 vezes, a probabilidade de serem registradas nacionalidades
diferentes é:
a)24/625 b)1/25 ¢)12/625 d)24/25 e)4/625

Resolucéao

O numero de formas em que as pessoas podem ser chamadas é
5.5.56.5.5

O numero de formas em que podem ser chamadas sem repeticdo e
5.4.3.2.1

A probabilidade de serem registradas nacionalidades diferentes é:
_ 54321 24

55555 625

Resposta. (a)

3. Uma urna contém trés bolas pretas e cinco bolas brancas. Quantas
bolas azuis devem ser colocadas nessa urna de modo que, retirando-se
uma bola ao acaso, a probabilidade de ela ser azul seja igual a 2/3?

Resolucgao:
Ora, sendo x o numero de bolas azuis, o numero total de bolas na urna
sera 3+ 5 + x = 8 +x. Sabemos que a probabilidade da bola retirada ser

azul é 2/3, entdo usando a definicdo de probabilidades, temos:

X 2 k= 2xt 16 x=16
x+8 3

5. Em uma loteria com 30 bilhetes, 4 sdo premiados. Comprando-se 3
bilhetes, qual a probabilidade de apenas um ser premiado.

Resolucgao

Em busca de n(a)= numero de casos favoraveis e n(s)= numero de casos
possiveis.

Para termos um premiado, 2 devem ser ndo premiados, logo:

n(A) = C4’1. 025,2 = 1300

Ora, queremos escolher 3 bilhetes de um total de 30, logo:

n(S)= C30,3 =4060



n

Deste modo, usando a definicdo de probabilidades: P(A)= ((1;‘)) temos:

p(A)=13%0 _ 65
4060 203

6. Escolhe-se ao acaso trés vértices distintos de um cubo. A
probabilidade de que estes vértices pertencam a uma mesma face é:
a) 3/14 b) 2/7 c) 5/14 d) 3/7 e) 13/18

Resolucgéao:

Escolhendo-se um vértice ao acaso, restardo 7 vértices e destes somente
trés pertencem a mesma face que o escolhido. Logo a probabilidade é
claramente, P=3/7

Outra resolugéo:

Ora, o numero de maneiras de escolher 3 vértices dentre 8 é dado por
Cs2, pois trocando a ordem dos vertices no conjunto, ndo altera o
mesmo. Portanto , n(S)= Cg, = 56

O evento A é formado por todos os referidos conjuntos em que os trés
vértices pertencem a mesma face, nas seis faces. Portanto , n(A)=C43. 6
= 24.

Com efeito, P(A)="A) _24_3
nS) 56 7

Resposta. (d)

/. Escolhem-se aleatoriamente trés dos seis vértices de um hexagono
regqular. Qual a probabilidade de que os vértices escolhidos formem um
triangulo eqdilatero?

Resolugéo:

Existem Cg 3, ou seja, 20 maneiras de formar triangulos unindo 3 vértices
do hexagono. Destes 20 triangulos, somente 2 sgo triangulos equilateros
(veja figura). Logo, a probabilidade procurada é:

P=2%_1 ou10%
20 10



8.Tomando-se, ao acaso, uma das retas determinadas pelos vértices de
um pentagono reqular, a probabilidade de que a reta tomada ligue dois
vértices consecutivos é:

a) s b) 4/5 c) 1/5 d) 2/5 e) 3/5

Resolucgéao:

Escolhendo-se aleatoriamente 1 vértice ao acaso, restardo 4, dos quais
dois sdo consecutivos ao escolhido. Deste modo, a probabilidade é
P=1/2.

9. Considere um cubo e suas arestas. A probabilidade de escolhermos
um par de arestas distintas desse cubo e elas serem paralelas entre si é
a)2/33 b)b5/66 c¢)1/11 d)4/33 e) 3/11

Resolugéao:

Escolhendo-se aleatoriamente uma aresta do referido cubo, restardo 11
arestas , das quais somente 3 sdo paralelas a aresta escolhida (veja
figura). Dai , a probabilidade é claramente 3/11.

10. Um colégio tem 400 alunos. Destes 100 estudam Matematica, 80
estudam Fisica, 100 estudam Quimica, 20 estudam Matematica, Fisica e
Quimica, 30 estudam Matematica e Fisica, 30 estudam Fisica e Quimica,
50 estudam somente Quimica.A probabilidade de um aluno, escolhido ao
acaso, estudar Matematica e Quimica é:

a)1/10 b)1/8 c)2/5 d)5/3 e)3/5

Resolucgao:
Veja o diagrama de Venn abaixo:
40 1

Portanto, a probabilidade procurada é: 200" 10



11. Num pais, 10% da populagdo € portadora de um virus. Um teste para
detectar ou ndo a presencga do virus da 90% de acertos quando aplicado
a portadores e 80% de acertos quando aplicado a ndo portadores. Qual o
percentual de pessoas realmente portadoras do virus, dentre aquelas que
o teste classificou como portadoras?

Resolugéao:

Suponhamos uma populacdo de 100 pessoas. Veja o diagrama

correspondente a questao
P =portadores(10%.100 =10)

NP = nio portadores(90)

CV = com virus(90%.10 =9)
SV =sem virus(10-9=1)
SV =80%.90="72
CV=90-72=18

Populacio de 100{
Teste com Portadores{

Teste com Nao Portadores{

Portanto, a probabilidade procurada é:
P= 9 9 1

T 18+27 27 3

12. Num certo pais, 10% das declaragbes de imposto de renda sé&o
suspeitas e submetidas a uma analise detalhada, entre estas verificou-se
que 20% séo fraudulentas.

Entre as ndo suspeitas, 2% s&o fraudulentas.

a) Se uma declaracdo é escolhida ao acaso, qual a probabilidade dela ser
suspeita e fraudulenta?

b) Se uma declaragéo é fraudulenta, qual a probabilidade dela ter sido
suspeita?

Resolugéao:
Suponhamos uma amostra de 100 declaragées.
Veja o diagrama correspondente abaixo:



S = suspeita(10)
NS =nao suspeita(90)
S{F = fraudulentas = 20%(10) = 2

100 declaragﬁes{

NF =nao fraudulentas =10-2 =8
F=2%(90)=1,8
NF=90-1,8=98,2

a) P(suspeita e fraudulenta)= %ou 2%

b) P(suspeita/ fraudulenta) = 5 +21 5= 328 = 0,52 ou 52%

13. Um prédio de trés andares, com dois apartamentos por andar, tem
apenas trés apartamentos ocupados. A probabilidade de cada um dos
trés andares tenha exatamente um  apartamento ocupado é :

a) 2/5 b) 3/5 c) 1/2 d) 1/3 e) 2/3

Resolugéao:

Escolhendo um apartamento ao acaso dos 6, restargo 5. Destes 5
queremos que exatamente dois estejam ocupados ( 1 por andar), pois um
Ja foi ocupado(o escolhido). Deste modo, a probabilidade procurada é 2/5.

Resposta. (a)

14. Uma moeda € lancada quatro vezes. A probabilidade de que o

resultado cara ocorra pelo menos uma vez é :
a) 1/4 b)3/16 ¢) 15/16 d) 9/16 e) %

Resolugéao:

Ora, sabemos pela teoria que P(A)+P(a))=1. A probabilidade de ocorrer
cara pelo menos uma vez € igual a 1 (todos os casos) menos a
probabilidade de n&o ocorrer cara nenhuma vez. Como a moeda é
lancada 4 vezes, tendo cada langamento a probabilidade 2 de ocorrer



cara e 2 de ocorrer coroa, aplicando a propriedade acima e a regra do
produto para eventos independentes, temos:
P(Cara pelo menos 1 vez) = 1 — P(n&o ocorrer cara nenhuma das 4

vezes —e—e—=

Resposta. (c)

15. Consideremos um conjunto de 10 frutas, das quais 3 estéo
estragadas.
Escolhendo-se aleatoriamente 2 frutas desse conjunto,determinar a
probabilidade de:

a)ambas ndo estejam estragadas
b)pelo menos uma esteja estragada

Resolucgéo:

a) O numero de maneiras de escolher 2 frutas dentre 10 € Cy

Ora, se 3 estdo estragadas , temos que 10-3 ou 7 nao estdo estragadas.
O numero de maneiras de esolher duas frutas ndo estragadas é C7 »,

Deste modo, a probabilidade de ambas nao estejam estragadas é:

pa)=—2 =6 _T
Ciop 109 15

b) Ora, P(pelo menos 1 estragada) = 1- P (ambas n&o estragadas)
_. 7 _8

15 15

16. Um reporter pretende entrevistar apenas 4 dos integrantes de um
conjunto musical, composto por 7 rapazes e 5 garotas. A probabilidade de
que o grupo selecionado para a entrevista tenha pelo menos um
representante de cada sexo é

a) 76/99 b) 26/33 c) 85/99 d) 29/33 e) 91/99

Resolugao:

Vamos usar o seguinte método: Tudo o que pode e o que ndo pode e
retirar o que ndo pode , isto €, Quero = Tudo (1) — Ndo quero



Ora, P (pelo menos um representante de cada sexo no conjunto) = 1 —
P(somente rapazes no conjunto) — P(somente garotas no conjunto).
Existem Cq, 4 ou 499 maneiras de escoher 0s 4 representantes do
conjunto. Existem Cy7 4 ou 35 maneiras de escolher 4 rapazes dentre os 7
e Cs40u 5 maneiras de escolher 4 garotas dentre as 5. Dai a
probabilidade P procurada é:
p=1_C14 Cs4 | 35 5 _9

Ci24 Ciag 499 499 99

Resposta. (e)

17. Trés lampadas s&o escolhidas aleatoriamente dentre 15 lampadas,
das quais 5 sdo defeituosas. Encontre a probabilidade p de que

(a) nenhuma seja defeituosa,
(b) exatamente uma seja defeituosa,
(c) pelo menos uma seja defeituosa.

Resolucgao:

Ha Cy53 = 455 maneiras de escolher 3 lampadas dentre 15.

(a) Como ha 15— 5 = 10 lampadas né&o-defeituosas, ha Cq 3
= 120 maneiras de escolher 3 lampadas ndo-defeituosas. Assim, p =
120/455 = 24/91.

(b) Ha 5 lampadas defeituosas Cyo, = 45 pares diferentes de
lampadas né&o-defeituosas; portanto, ha 5.45 = 225 maneiras de escolher
3 lampadas das quais uma seja defeituosa. Assim, p = 225/455 = 45/91.

(c) O evento em que pelo menos uma é defeituosa é o
complemento do evento em que nenhuma é defeituosa, o qual tem, por
(a), a probabilidade 24/91. Portanto,

p=1-24/91=67/91



18- Duas cartas sé&o selecionadas aleatoriamente dentre 10 cartas
numeradas de 1 a 10. Encontre a probabilidade p de que a soma seja
impar se

(a) as duas cartas séo retiradas juntas,

(b)as duas cartas séo retiradas uma apos a outra sem
reposicao,

(b) as duas cartas séo retiradas uma apos a outra com
reposicao.

(a) Ha Cqp2 =45 maneiras de selecionar 2 cartas dentre 10. A
soma e impar se um numero € impar e outro € par. Ha & numeros
impares; portanto, ha 5.5 = 25 maneiras de escolher um numero par e
outro impar. Assim, p = 25/45 = 5/9.

(b) Ha 10.9 = 90 maneiras de retirar duas cartas uma apos
outra sem reposicao. Ha 10.9 = 90 maneiras de retirar duas cartas uma
apos outra sem reposicdo. Ha 5.5 = 25 maneiras de retirar um numero
par e um numero impatr, e 5.5 = 25 maneiras de retirar um numero impar
e um numero par; portanto, p = (25 + 25)/90 = 50/90 = 5/9.

(ci) Ha 10.10 = 100 maneiras de retirar duas cartas uma apos
outra com reposicdo. Como em (ii), ha 5.5 = 25 maneiras de retirar um
numero par e um numero impar, e 5.5 = 25 maneiras de retirar um
numero impar e um numero par; portanto, p = (25 + 25)/100 = 50/100 =
Ya..

19. De um total de 100 alunos que se destinam aos cursos de
Matematica, Fisica e Quimica, sabe-se que:
| - 30 destinam-se a Matematica e , destes, 20 sGo do sexo masculino;
Il - Total de alunos do sexo masculino é 50, dos quais 10 destinam-se
a Quimica;
lll-Existem 10 mogas que se destinam ao curso de Quimica;



Nestas condigcbes, sorteando-se um aluno, ao acaso, do grupo total e
sabendo-se que € do sexo feminino, a probabilidade de que ele se
destine ao curso de Matematica vale:

a) 1/5 b)1/4 c)1/3  d)1/2 e)1
Resolugéo:
MASC. FEM. TOTAL
MATEMATI |20 10 30
CA
FiSICA 20 30 50
QUIMICA |10 10 20
TOTAL 50 50 100

Evento A : total de alunos do sexo feminino e do curso de Matematica
Espaco Amostral S: total de alunos do sexo feminino

Analisando a tabela, temos: n(A)=10 e n(s)=50

"4 temos :
n(S)

Ora, usando a definigcdo de probabilidades P(A)=
_10 1
P(A) = 50 5

Resposta: (a)

20. Ao se tentar abrir uma porta com um chaveiro contendo cinco chaves
parecidas, das quais apenas uma destranca a referida porta, muitas
pessoas acreditam que € minima a chance de encontrar a chave certa na
primeira tentativa, e chegam mesmo a dizer que essa chave sO vai
aparecer na ultima tentativa. Para esclarecer essa questao, calcule, no
caso de um chaveiro contendo 5 chaves:

a)a probabilidade de se acertar na primeira tentativa

b)a probabilidade de se encontrar a chave certa depois da primeira
tentativa

c)a probabilidade de se acertar somente na ultima tentativa



Resolugéo:
a) Na primeira tentativa, temos: P (A) = %
b) Apos a primeira tentativa, temos: P (B) =1-

W |

DN | —

c) Na dltima tentativa, temos: P (C) = =

W |

2
=

D | —

321
47372

21. Quatro atiradores atiram simultaneamente em um alvo. Qual a
probabilidade aproximada do alvo ser atingido, sabendo-se que cada
atirador acerta, em média, 25% de seus tiros?

Resolucgéo :
Notemos que: P(alvo ser atingido) + P( ndo ser atingido) = 1.

Isto posto, a P (alvo ser atingido) = 1 — P( ndo ser atingido)

Como a probabilidade de um atirador acertar o alvo € 25% ou %, a
de errar € 75% ou %.
Ora, como o0s eventos sdo independentes, aplicando a regra do

produto, temos:

P(alvo néo ser atingido por nenhum dos quatro atiradores) = IR
ingido) = 1- 8L _175
Logo, P( alvo ser atingido) = 1 TR

22. Para a Copa do Mundo 24 paises sdo divididos em seis grupos, com
4 paises cada um. Supondo que a escolha do grupo de cada pais é feita
ao acaso, calcular a probabilidade de que dois paises determinados A e B
se encontrem no mesmo grupo.

Resolucgao:



Vamos tomar como espag¢o amostral o conjunto de todas as permutacoes
de 24 elementos; ou seja o numero de casos possiveis € 24!,
Consideremos o diagrama da figura abaixo

1 2 3 4 5 6

que representa os 24 times divididos em 6 grupos. Quantas permutacées
existem tais que A e B pertencem ao primeiro grupo? A pode ser
colocado em quatro Ilugares; restam para B trés lugares e os times
restantes podem ser dispostos em 22! formas diferentes. Portanto o
numero de permutagbes com A e B no primeiro grupo é

4 x 3 x 22!
Como para os outros grupos o raciocinio € idéntico, resulta que o numero
de permutagcbes com A e B no mesmo grupo é

6 x4x3x22!
A probabilidade procurada é portanto

!
6.4.3.22! =iz0,13
24! 23

23. Alfredo quer enviar uma carta a Glaucia. A probabilidade de que
Alfredo escreva a carta € de 8/10. A probabilidade de que o correio ndo a
perca € 9/10. A probabilidade de que o carteiro a entregue é de 9/10.
Dado que Glaucia ndo recebeu a carta, qual a probabilidade de que
Alfredo néo a tenha escrito?

a) 24/36 b)35/36 c) 25/44 d) 32/55 e) 27/64

Resolugéao:
A arvore correspondente € dada na figura abaixo:

Em anexo(pg.131)

2

P(ndo escreve/ ndo recebe) = Pndoescreve) 10 _ 2 1000 _25
P(ndo recebe) £+§ i+§2i 10" 352 44

10 1010 101010




Resposta: (c)

24. Num exame ha 3 respostas para cada pergunta e apenas uma delas
e certa. Portanto, para cada pergunta, um aluno tem probabilidade 1/3 de
escolher a resposta certa se ele esta adivinhando e 1 se sabe a resposta.
Um estudante sabe 30% das respostas do exame. Se ele deu a resposta
correta para uma das perguntas, qual a probabilidade de que a
adivinhou?

a) b7 b)5/9 c)7/12 d)7/16 e)7/18
Resolucgéao:
A arvore correspondente € dada na figura abaixo:

p. 134

Ora, se o referido estudante sabe 30% das respostas, é facil concluir que
0 mesmo ndo sabe 70% das respostas do exame.

Logo, se ele deu a resposta correta para uma das perguntas, a
probabilidade de que a adivinhou é:

70%Xl O,7xl
3 3 7

P(adivinhou / resposta correta) = 1 = 1 L
70%x +30%x1 07x +03x1 16

Resposta: (d)

25. Em uma cidade 10% das pessoas possuem carro importado. Dez
pessoas dessa cidade sdo selecionadas ao acaso e com reposigdo. A
probabilidade de que exatamente 7 das pessoas selecionadas possuam

carro importado é:



a)120(0,1)7(0,9)°  b)(0,1)°(0,9)"  ¢)120(0,1)"(0,9)  d)120(0,1)(0,9)"
e)(0,1)7(0,9)°

Resolugéao:

A probabilidade de que uma determinada pessoa desta cidade possua
carro importado € 10% ou 0,1. Com efeito, a probabilidade de que esta
pessoa ndo possua carro importado € 90% ou 0,9. Dai, como s&o
selecionadas 10 pessoas, a probabilidade de que as 7 primeiras
pessoas possuam carro importado e as trés ultimas ndo possuam é:
(0,1)7.(0,9)°

Como o problema n&o exige necessariamente que sejam as sete

primeiras pessoas que possuam carro importado, bastando que sejam

exatamente 7 dentre as 10 selecionadas , temos (;OJ possibilidades, ou

seja, 120.
Portanto, a probabilidade solicitada é 120.(0,1)’(0,3)° = 0,000032%
Resposta: (a)

Questbdes de Probabilidade da UFRGS



1. A figura abaixo representa uma parede quadrada na qual estido
pintados discos de raio r. Se uma bola é langada totalmente ao acaso
contra a parede, a probabilidade de ela tocar fora dos discos esta
entre
a)14% e 16% Db)17% e 19% c)20% e 22% d) 23% e
25% e)26% e 28%

2. As maquinas A e B produzem o mesmo tipo de
parafuso. A porcentagem de parafusos defeituosos
produzidos, respectivamente, pelas maquinas A e B
é de 15% e de 5%. Foram misturados, numa caixa, 100
parafusos produzidos por A e 100 parafusos produzidos por B.
Se tirarmos um parafuso ao acaso e ele for defeituoso, a
probabilidade de que tenha sido produzido pela maquina A ¢é de
a) 10% b) 15% c) 30% d) 50% e)
75%

3. Em uma gaveta, cinco pares diferentes de meias estédo
misturados. Retirando-se ao acaso duas meias, a probabilidade de
que elas sejam do mesmo par € de

a) 110 b) 1/9 c) 1/5 d) 2/5 e) Vs

4. Uma parteira prevé, com 50% de chance de acerto, o sexo de
cada crianca que vai nascer . Num conjunto de trés criangas, a
probabilidade de ela acertar pelo menos duas previsdes € de
a) 12,5% b) 25% c) 37,5% d) 50% e)
66,6%

5. Dentre um grupo formado por dois homens e quatro mulheres, trés
pessoas sao escolhidas ao acaso. A probabilidade de que sejam
escolhidos um homem e duas mulheres é de
a)25% b)30% c) 33% d) 50% e) 60%

6. No jogo da Mega Sena sao sorteados seis numeros distintos dentre os
LOT][02][03][04][05]106][07][08][02][10] gue aparecem na figura_
T [12][13] 041051 D6l 071 18] [12][20]
[21][22][23][24][25][26][27] [28] [29][30]
[3T1[321[331[34][35][361[37] [38] [32][40]
[411[42]1(43][44][45][46][47] 48] [42][50]
[B11621[631[541[551[561[571581[691[40]




Considere P a probabilidade de que nenhum numero sorteado em um
concurso seja sorteado no concurso seguinte. Dentre as alternativas
abaixo, a melhor aproximacgao para P é
a)90% b)80% c) 70% d) 60% e) 50%

1. RESOLUCAO. Seja A o evento “acertar a bola na area da parede
nao comum a area dos quatro discos nela representados”. A area A
relativa ao evento A € expressa pela area A, do quadrado menos a
area A; dos quatro circulos.Portanto, A 1 = Ay - As ou Ay = (2r + 2r)* -
4.0 ou A;=16r"-40r* ou Ay = 4r° (4 - ). Lembrando que a
probabilidade de ocorrer um evento € dada pelo quociente entre o
numero de casos favoraveis a sua ocorréncia e o numero de casos
possiveis, temos que a probabilidade de ocorrer o evento A
corresponde ao quociente entre a area A1 de ocorrénciado  evento
4r%(4-m)
1612

P (A) = 4;“. Considerando [1 = 3,14 , obtém-se P(A) = 4_5’14 ou

P(A)= 0,215 ou P(A) = 21,5% . Logo, a probabilidade procurada
esta entre 20% e 22%. RESPOSTA. (c)

A e a area total (possivel) A,. Com isso, escreve-se P(A) = ou




2. RESOLUCAO. Trata-se da aplicacdo da probabilidade
condicional. Sejam os eventos:

X = {x|x ¢é parafuso produzido pela maquina A com ou sem
defeito} e n(X) =100 dos quais 15%

sdo defeituosos, ou seja, 15.
Y ={yly €& parafuso produzido pela maquina B com ou sem
defeito} e n(Y) =100 dos quais 5% sao defeituosos, ou seja 5.

= {parafuso defeituoso produzido pela maquina A ou pela
maquma B} e n(Z)=15+5 ou n(Z) = 20.

ote

O diagrama acima mostra claramente que n(A [1Z) = 15. Assim,

aplicando o calculo da probabilidade condicional P(A /Z) = —”(A(”Z“)Z)
temos P (A/Z) = ©_3 ou P(A/Z) = 75% . Logo, 75% é a

20 4
probabilidade que o parafuso tenha sido produzido pela maquina
A.

RESPOSTA. (e)

3. RESOLUCAO. Cinco pares de meias estdo misturados na gaveta,
havendo portanto, 10 meias. O espago amostral € S = {x|x € dupla de

meias} e n(S) = ¢;, —% ou n(S)=45. Sejaoevento A= {x|x & dupla
de meias do mesmo par} e n(A) =95 pois o enunciado afirma que

sdo cinco diferentes pares de meias . Lembrando que P(A)=%
n

.Logo,é é a probabilidade das

temos F>(A)=45_5 ou P(A)=
meias serem do mesmo p
RESPOSTA. (b)

QD o~

r.

OUTRA RESOLUCAO PARA A QUESTAO 3



RESOLUCAO. Seja P a probabilidade procurada. Quando
retirarmos uma meia, do total das 10 disponiveis (5 pares) , sO existira
uma meia, entre as 9 restantes, que formara par com a meia

retirada. Portanto a probalidade de ser retirada a meia que forma o

referido par & P=$ :

RESPOSTA. (b)

4. RESOLUCAO. Seja P a probabildidade procurada e sejam os
eventos A = {acertar o0 sexo da crianga por ocasido de seu
nascimento} e A = {errar 0 sexo da crianga por ocasido de seu
nascimento}. Sendo dado P(A) =1/2 e aplicando a propriedade P(A) +
P(a)=1, temos 1/2+ P(A)=1 ou P(a)=1/2. Tratam-se de eventos
independentes e, para um conjunto de trés criancas, 0 que pode
ocorrer para a parteira acertar, pelo menos, duas previsbes é AAA
ou AAA ou AAA ou AAA. Assim, aplicando a regra do produto,
vem

P=P(A).P(A).P(a) + P(A).P(a).P(A)+ P(a).P(A) . P(A) + P(A) .
P(A) . P(A)
P=1/2 A4/2.12+1/2 .1/2 14/2 +1/2 A/2 12+ 1/2 1/2.12 ou

P=4.1/21/21/2 ou P=1/2 ou P =50%.
RESPOSTA. (d)

5. RESOLUCAO. Trata-se da aplicacao da definicdo de probabilidade
P(A) = n(A)/n(S), onde n(A) € o numero de casas favoraveis e n(S) € o
numero de casos possiveis. O espaco amostralé S = {x | x & grupo de
trés pessoas}, sendo disponiveis dois homens e quatro mulheres,
totalizando seis pessoas. A ordem que as pessoas figuram no grupo, nao
altera o mesmo, tratando-se portanto, de um caso de combinacoes

simples, onde somente o critério NATUREZA interessa. Assim, n(S) =

¢} ou n(S)= % ou n(S)=20. Oevento é A = {y|y é grupo de

trés pessoas formado por 1 homem e 2 mulheres} e n(A) =c¢) . ¢}
ou n(A)= %% ou n(A)=12. Isso posto, P(A) = % ou P(A) = 60%.

Logo, a probabilidade procurada é 60%.
RESPOSTA. (e)



6. RESOLUCAO. O o numero de elementos do espaco amostral (nimero
de casos possiveis) para o sorteio do 1°. niumero € 60 e o numero de
elementos do evento (numero de casos favoraveis) € 60-6 = 54, pois
nao sdo considerados o0s seis numeros sorteados no concurso anterior. O
espaco amostral para o sorteio do 2°. numero é 59, pois ja foi visto que
numero sorteado fica eliminado do mesmo concurso,consequentemente,
0 numero de elementos do evento fica reduzido de uma unidade,
passando para 53. Isso posto, procede-se de forma idéntica até o sexto
numero a ser sorteado, permitindo escrever que P = 54/60 . 53/59 .
52/58 . 51/57 .50/56 .49/55 . Veja que a divisao 54/60 resulta 0,9 e
as divisdes 53/59, 52/58, 51/57, 50/56, 49/55 resultam em 0,89 ou,
aproximadamente 0,9 o que permite escrever P=0,9.0,9.0,9.0,9
.09.09o0u

P=(09)60uP= (%fou p=

9393 729.729 531441 53,14441
ouP = ouP = ouP =

1000000 1000000 1000000 100

aproximagao para P €& 50%.
OBSERVACAOQO. Se os calculos fossem efetuados com auxilio da
calculadora eletrénica, seria obtido P = 51,5%. A problematica é que,
na UFRGS, ndo é permitido a utilizagao de tal recurso.
RESPOSTA. (e)

ou P =53,14%. Logo, a melhor

7. Para cada uma das 30 questdes de uma prova objetiva séo
apresentadas 5 alternativas de respostas, das quais somente uma é
correta.

Considere as afirmacoes relativas a prova:

| — existermm no maximo 150 maneiras diferentes de responder a prova.
lI- Respondendo aleatoriamente, a probabilidade de errar todas as
questdes é (0,8)*°

lll- Respondendo aleatoriamente, a probabilidade de exatamente 8

. . (30
questdes estarem corretas é [s j(0,2)8(0,8)22.

Analisando as afirmacdes, concluimos que:
a) apenas lll é verdadeira



b) apenas | e |l sdo verdadeiras
c) apenas | e lll sdo verdadeiras
d) apenas Il e lll sdo verdadeiras
e) |, Il e lll sdo verdadeiras

Resolucao:

I) Como cada questao tem 5 alternativas e temos 30 questdes, o numero
de maneiras de responder as 30 questdes é 5°°. Como 5°° & muito maior
que 150 , a alternativa é falsa.

II) A probabilidade de errar uma dada questao ¢ 4/5 ou 0,8. Logo, como
as questoes sao independentes, temos que a probabilidade de errar
todas as questdes é 0,8%.

lII) A probabilidade de acertar uma dada questao é 1/5 ou 0,2. Ora, o
numero de maneiras de escolher oito questdes dentre 30 € C3p s oy @0]

. , . . . (30 8 0.8 22
Dai o numero de maneira de acertar exatamente 8 questdes dentre 30 é [8 ].(0,2) ( ) )

8. Cada cartela de uma colecao é formada por seis quadarados coloridos,
justapostos como indica a figura abaixo.

Em cada cartela, dois quadrados foram coloridos de azul, dois de verde e
dois de rosa. A colecio apresenta todas as possibilidades de distribuicao
dessas cores nas cartelas nas condicOes citadas e nao existem cartelas
com a mesma distribuicido de cores. Retirando-se ao acaso uma cartela
da colecgao, a probabilidade de que somente uma coluna apresente os
quadrados de mesma cor é de

a) 6% b)36% c)40% d)48% €)90%

Resolucao:
Em busca do numero de casos favoraveis



Como em cada cartela, dois quadrados foram coloridos de azul, dois de

verde e dois de rosa, o numero de maneiras de pintar os quadrados ¢é
6!

=90
212121

Em busca do numero de casos favoraveis

Chamando verde de V, azul de A e rosa de R . Pintando a primeira coluna

de VV, o numero de maneiras de preencher as outras colunas tendo cada
uma cores diferentes é:

vV |A |R v |A A | v |[R |R vV |[R |A

vV |[R |A v IR IR | [V |[A |A vV |A |R
3 coluna , temos 4.3=12. Com efeito, a quadrados de
Além disso, como sao trés probabilidade mesma cor &

Com cores, temos: 12. 3=36 de

oVV de que

pode somente uma

estar coluna p_30_ % La0%

na 1, apresente os 90 10

2,0u

9. Sendo A um ponto fixo de uma

circunferéncia a) 25% e 30%
deraiore b)35% e 40%
escolhendo-se c) 45% e 50%
ao acaso um d)55% e 60%
ponto B sobre e) 656% e 70%
o circulo, a

probabilidade

da corda AB

ter

comprimento

maior que r

esta entre



